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A critical appraisal of the signal to noise ratio in information theory
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Re´sume´. On de´montre que le rapport signal a` bruit, si important en the´orie de l’in-
formation, devient sans objet pour des communications nume´riques ou`
– les symboles modulent des porteuses, solutions d’e´quations diffe´rentielles line´aires
a` coefficients polynomiaux ;
– de nouvelles techniques alge´briques d’estimation permettent la de´modulation.
Calcul ope´rationnel, alge`bre diffe´rentielle et analyse non standard sont les principaux
outils mathe´matiques.
Abstract. The signal to noise ratio, which plays such an important role in information
theory, is shown to become pointless in digital communications where
– symbols are modulating carriers, which are solutions of linear differential equa-
tions with polynomial coefficients,
– demodulations is achieved thanks to new algebraic estimation techniques.
Operational calculus, differential algebra and nonstandard analysis are the main math-
ematical tools.
Key words. Signal to noise ratio, information theory, digital communications, oper-
ational calculus, differential algebra, nonstandard analysis.
1
1 Introduction
Le rapport signal/bruit, que l’on retrouve dans les formules de la the´orie de l’in-
formation, telle qu’elle s’est impose´e depuis Shannon (voir [29, 30] et, par exemple,
dans la vaste litte´rature sur le sujet, [2, 3, 5, 7, 26]), est un ingre´dient fondamental
pour de´finir la qualite´ des communications. Le but de cette Note est de de´montrer
qu’une nouvelle approche de l’estimation rapide et du bruit (voir [11] et sa bibliogra-
phie) rend ce rapport sans objet dans un certain cadre nume´rique. Revoyons, donc,
le « paradigme de Shannon ». Le symbole a` transmettre (voir, par exemple, [17, 26])
module une porteuse z(t), solution d’une e´quation diffe´rentielle line´aire a` coefficients
polynomiaux
∑
finie
aν(t)z
(ν)(t) = 0, aν ∈ C[t]. La plupart des signaux utilise´s en pra-
tique, comme une somme trigonome´trique finie
∑
finie
Aι sin(ωιt+ϕι), un sinus cardinal
sin(ωt)
t
ou un cosinus sure´leve´ cos(ωt)
1+t2
, Aι, ωι, ϕι, ω ∈ R, ve´rifient une telle e´quation, qui
se traduit dans le domaine ope´rationnel (cf. [33]), pour t ≥ 0, par
∑
finie
aν(− d
ds
)sν zˆ = I(s) (1)
ou` I ∈ C[s] est un polynoˆme dont les coefficients de´pendent des conditions initiales en
t = 0. La de´modulation revient, alors, a` estimer certains des coefficients de (1). On y
parvient, ici, graˆce a` des techniques alge´briques re´centes (cf. [14, 15]).
Un bruit, selon [11], est une fluctuation rapide, de´finie dans le langage de l’analyse
non standard, que nous ne rappellerons pas ici (voir aussi [19] et sa bibliographie). Les
calculs du § 4 sont effectue´s avec une somme finie de sinuso¨ıdes a` tre`s hautes fre´quences
et un bruit blanc, dont la de´finition non standard, a` comparer avec celle de [1], clarifie
l’approche usuelle des manuels de traitement du signal. Ils de´montrent la possibilite´
d’obtenir de « bonnes » estimations avec des bruits « tre`s forts », c’est-a`-dire de
« grandes » puissances, fait confirme´ par des simulations nume´riques et des expriences
de laboratoire (voir, par exemple, [4, 20, 24, 31, 32] et certaines re´fe´rences de [11]).
Les imperfections, ine´vitables en pratique, proviennent de l’implantation nume´rique
des calculs, notamment de celui des inte´grales (cf. [20, 21]), des interfe´rences entre
symboles (voir [2, 17, 25, 26] et leur bibliographie), et du fait que les bruits ne sont
pas ne´cessairement centre´s (voir a` ce propos le § 3.2.2 de [11]).
Calcul ope´rationnel et alge`bre diffe´rentielle aux § 2 et 3, analyse non standard au
§ 4 sont les principaux outils mathe´matiques.
Remarque 1 Avec des signaux analytiques par morceaux (le sens du mot analytique
est celui de la the´orie des fonctions et non pas, ici, celui usuel en traitement du signal
(cf. [2, 25, 26])), qui ne satisfont pas d’e´quations diffe´rentielles connues a` l’avance, on
utilise, selon les meˆmes principes alge´briques, des de´rivateurs nume´riques a` feneˆtres
glissantes pour obtenir les estimations (voir [21], [13], leurs exemples et bibliographies).
On ne peut, alors, espe´rer les meˆmes re´sultats que pre´ce´demment.
Remarque 2 La possibilite´ de liens entre the´orie de l’information et me´canique quan-
tique a e´te´ examine´e par divers auteurs (voir, par exemple, [5, 6, 16]). Rappelons a`
ce propos que l’approche du bruit en [11] a de´ja` conduit a` une tentative nouvelle de
formalisation du quantique [12].
2
2 Identifiabilite´
2.1 E´quations diffe´rentielles
Renvoyons a` [8] pour des rappels sur les corps, diffe´rentiels ou non. Soit k0 le corps
de base de caracte´ristique nulle, Q par exemple. Soit k0(Θ) le corps engendre´ par un
ensemble fini Θ = {θ1, . . . , θ̺} de parame`tres inconnus. Soit k¯ la cloˆture alge´brique
de k0(Θ). Introduisons le corps k¯(s) des fractions rationnelles en l’inde´termine´e s, que
l’on munit d’une structure de corps diffe´rentiel graˆce a` la de´rivation d
ds
(les e´le´ments
de k0, de Θ et, donc, de k¯, sont des constantes). Tout signal x, x 6≡ 0, est suppose´
satisfaire une e´quation diffe´rentielle line´aire homoge`ne, a` coefficients dans k¯(s), et donc
appartenir a` une extension de Picard-Vessiot de k¯(s).
Remarque 3 Il suffit pour se convaincre de l’existence d’une telle e´quation homoge`ne
de de´river les deux membres de (1) suffisamment de fois par rapport a` s.
L’anneau non commutatif k¯(s)[ d
ds
] des ope´rateurs diffe´rentiels line´aires a` coeffi-
cients dans k¯(s) est principal a` droite et a` gauche. Le k¯(s)[ d
ds
]-module a` gauche en-
gendre´ par x et 1 est un module de torsion (cf. [22]), et, donc, un k¯(s)-espace vectoriel
de dimension finie, n + 1, n ≥ 0. D’ou` le re´sultat suivant qui semble nouveau (cf.
[8, 27]) :
Proposition 2.1 Il existe un entier minimal n ≥ 0, tel que x satisfait l’e´quation
diffe´rentielle line´aire, d’ordre n, non ne´cessairement homoge`ne,(
n∑
ι=0
qι
dι
dsι
)
x− p = 0 (2)
ou` les polynoˆmes p, q0, . . . , qn ∈ k¯[s] sont premiers entre eux. Cette e´quation, dite
minimale, est unique a` un coefficient multiplicatif constant non nul pre`s.
2.2 Identifiabilite´ line´aire projective
Rappelons que l’ensemble Θ = {θ1, . . . , θ̺} de parame`tres est dit (cf. [14, 15])
– line´airement identifiable si, et selement si,
A


θ1
...
θ̺

 = B (3)
ou`
– les entre´es des matrices A, carre´e ̺× ̺, et B, colonne ̺× 1, appartiennent a`
spank0(s)[ dds ]
(1, x) ;
– det(A) 6= 0.
– projectivement line´airement identifiable si, et seulement si,
– il existe un parame`tre, θ1 par exemple, non nul,
– l’ensemble { θ2
θ1
, . . . ,
θ̺
θ1
} est line´airement identifiable.
Re´e´crivons (2) sous la forme suivante :(∑
finie
aµνs
µ d
ν
dsν
)
x−
∑
finie
bκs
κ = 0 (4)
3
ou` les N + 1 coefficients aµν et les M coefficients bκ appartiennent a` k¯. La matrice
carre´e M d’ordre N +M + 1, dont la ξe`me ligne, 0 ≤ ξ ≤ N +M , est
. . . ,
dξ
dsξ
(
s
µ d
νx
dsν
)
, . . . ,
dξsκ
dsξ
, . . .
est singulie`re d’apre`s (2) et (4). La minimalite´ de (2) permet de de´montrer selon des
techniques bien connues sur le rang du wronskien (cf. [8, 27]) que le rang de M est
N +M . Il en de´coule :
The´ore`me 2.2 Les coefficients aµν et bκ de (4) sont projectivement line´airement
identifiables.
Corollaire 2.3 Posons x = p(s)
q(s)
, ou` les polynoˆmes p, q ∈ k¯[s] sont premiers entre
eux. Alors, les coefficients de p et q sont projectivement line´airement identifiables.
Il est loisible de supposer l’ensemble des parame`tres inconnus Θ = {θ1, . . . , θ̺} stricte-
ment inclus dans celui des coefficients aµν et bκ de (4), et donc line´airement identifiable.
3 Perturbations et estimateurs
Avec une perturbation additive w le capteur fournit non pas x mais x + w.
Soient R = k0(Θ)[s](k0[s])
−1 l’anneau localise´ (cf. [18]) des fractions rationnelles a`
nume´rateurs dans k0(Θ)[s] et de´nominteurs dans k0[s], et R[
d
ds
] l’anneau non commu-
tatif des ope´rateurs diffe´rentiels line´aires a` coefficients dans R. On obtient, a` partir de
(3), la
Proposition 3.1 Les parame`tres inconnus ve´rifient
A


θ1
...
θ̺

 = B + C (5)
ou` les entre´es de C, matrice colonne ̺× 1, appartiennent a` spanR[ d
ds
](w).
On appelle (5) un estimateur. Il est dit strictement polynomial en 1
s
si, et seulement
si, toutes les fractions rationnelles en s, rencontre´es dans les coefficients des matrices
A, B, C de (5), sont des polynoˆmes en 1
s
sans termes constants. On peut toujours s’y
ramener en multipliant les deux membres de (5) par une fraction rationnelle de k0(s)
convenable. On aboutit, alors, dans le domaine temporel, aux estimateurs conside´re´s
en [11], si l’on suppose l’analyticite´ du signal :
δ(t) ([θι]e(t)− θι) =
∑
finie
c
∫ t
0
. . .
∫ τ2
0
∫ τ1
0
τ
ν
1 w(τ1)dτ1dτ2 . . . dτk ι = 1, . . . , ̺ (6)
ou`
– c est une constante,
– [0, t] est la feneˆtre d’estimation, de largeur t,
– δ(t) est une fonction analytique, appele´e diviseur, nulle en 0,
– [θ]e(t) est l’estime´e de θ en t.
4
4 Bruits
Renvoyons a` [28] et [9] pour la terminologie de l’analyse non standard, de´ja` utilise´e
en [11]. On trouvera une excellente introduction a` cette analyse en [19]. Les proposi-
tions 4.1 et 4.3 ci-dessous affinent la proposition 3.2 de [11], ou` les estimations sont
obtenues en temps fini, court en pratique.
4.1 Sinuso¨ıdes hautes fre´quences
La perturbation du § 3 est une somme finie ∑
finie
Aι sin(Ωιt + ϕι) de sinuso¨ıdes,
dont les fre´quences Ωι > 0 sont illimite´es : c’est un bruit centre´ au sens de [11]. Des
manipulations e´le´mentaires des inte´grales ite´re´es (6) conduisent a` la
Proposition 4.1 Si
– les quotients Aι
Ωι
sont infinite´simaux,
– la largeur de la feneˆtre d’estimation est limite´e et n’appartient pas au halo d’un
ze´ro du diviseur,
les estime´es des parame`tres inconnus, obtenues graˆce a` (6), appartiennent aux halos de
leurs vraies valeurs. Il n’en va plus de meˆme si l’un des quotients Aι
Ωι
est appre´ciable.
Corollaire 4.2 Il existe des valeurs illimite´es des amplitudes Aι,
√
Ωι par exemple,
telles que les estime´es pre´ce´dentes appartiennent aux halos des vraies valeurs.
4.2 Bruits blancs
De´signons par ∗N, ∗R les extensions non standard de N, R. Remplac¸ons l’intervalle
[0, 1] ⊂ R par l’ensemble hyperfini I = {0, 1
N¯
, . . . , N¯−1
N¯
, 1}, ou` N¯ ∈ ∗N est illimite´. Un
bruit blanc centre´ est une fonction w : I→ ∗R, ι 7→ w(ι) = An(ι), ou`
– A ∈ ∗R, A > 0, est constant,
– les n(ι) sont des variables ale´atoires re´elles, suppose´es centre´es, de meˆme e´cart-
type 1 normalise´, et deux a` deux inde´pendantes.
Remarque 4 Cette de´finition, qui pre´cise [11], est inspire´e de publications d’inge´nieurs
sur le bruit blanc en temps discret (voir, par exemple, [25]). Elle simplifie, a` la manie`re
de [23], l’approche en temps continu usuelle dans les manuels de traitement du signal
(voir, a` ce sujet, [2, 7, 25, 26] et leurs bibliographies). Rappelons que cette approche
continue est base´e, en ge´ne´ral, sur l’analyse de Fourier et renvoyons, a` ce sujet, a` [10].
Comme au § 4.1, il vient :
Proposition 4.3 Si
– le quotient A
N¯
est infinite´simal,
– la largeur t, t ∈ I, de la feneˆtre d’estimation n’appartient pas au halo d’un ze´ro
du diviseur,
les estime´es des parame`tres inconnus, obtenues graˆce a` (6), appartiennent presque
suˆrement aux halos de leurs vraies valeurs. Il n’en va plus de meˆme si le quotient A
N¯
est appre´ciable.
Corollaire 4.4 Il existe des valeurs illimite´es de A,
√
N¯ par exemple, telles que les
estime´es pre´ce´dentes appartiennent presque suˆrement aux halos des vraies valeurs.
Remarque 5 Il est loisible de remplacer l’inde´pendance de n(ι) et n(ι′), ι 6= ι′, par le
fait que l’espe´rance du produit n(ι)n(ι′) est infinite´simale.
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